Corrigé du sujet pour le 7 décembre
Premiére Partie - Matrices symplectiques.

l.a) Chaque transposition de deux colonnes change le signe du déterminant donc
det(J) = (—1)"det< 75" ;) ) =1 (Y et det(*!MJIM) = det(*M)det(J) det(M) = (det(M))?
donc det(M) = £1. En particulier, toute matrice symplectique est inversible.

b) L’ensemble des matrices symplectiques n’est pas vide (car contient I,,), est stable par x (car
Y{MN)J(MN)='N(tMJM)N =*NJN = J) et par invesrion (car si M est symplectique, on
a t(M-YJM~t = (M-Y)(*MIM)M~1 = J).

L’ensemble des matrices symplectiques est donc un sous-groupe de l’ensemble des matrices in-
versibles.

c) facile. On se souviendra de J? = —1I,,

d) Si M est symplectique, ‘M = JM~1J~! donc MJ*M = MJJM~tJ~t = -, 71 = J.

2. On note M = < A B > avec A, B,C,D € M,,.

Cc D
{CA—-tAC 'CB-'AD

a) Un calcul par blocs donne *MJM = ( tDA—_'BC ‘DB —tBD

). Donc M est symplec-

tique ssi

{CA—-tAC='DB—-'BD =0 tAC et 'BD sont symétriques,
tAD —*CB ='DA—-'BC = I, tAD -*CB =1,

b) On suppose D inversible. Un calcul par blocs donne

I, Q A-QC 0\ [ A QD
0 I, C D) \C D '
Cette matrice est égale & M ssi Q = BD™!.

On suppose de plus que M est symplectique.

Le calcul par blocs d’un déterminant donne det(M) = det(A—QC) det(D) = det(A—BD~1C) det(D)
Comme ‘BD ='DB (voir 2.a)), on a BD™! = (!D)~'B

Comme ‘AD —'CB = I,,, (voir 2.a)),ona A — (*D)""BC = (*D)~!

donc det(A — BD~1C) det(D) = det((*D)~!) det(D) =1

c) (D#1|Dv,) = s1(Bv:|Dva) = s1'VitBDV; ou Vi, Va, sont les matrices colonnes de @, 72 dans
la base canonique de R™. De méme (Dv;|Dty) = s3'(!BDV;)Va. Par symétrie de *BD on a
"V,! BDVy = *(* BDV;)Vs. Donc (D& |Di) = 0.

d) (i) Si D% = B# = 0, alors M (0, %) = 0. Comme M est inversible, on a @ = 0.

(ii) Si D est inversible, s = 0 convient. Sinon, soit ¥ un vecteur non nul du noyau de D. D’aprés
ce qui préceéde, BU # 0.

L’ensemble {s € IR*; Ker(D — sB) # {0}} a au plus n éléments distincts : sinon il en aurait
au moins n + 1; & chacun de ces éléments, on peut associer un vecteur s non nul du noyau
de Ker(D — sB), obtenant ainsi d’aprés la réponse précédente une famille {Dv} orthogonale a
n + 1 éléments non nuls dans un espace de dimension n.

Il existe donc au moins un (et méme trés beaucoup de) s satisfaisant la demande.

I, 0 A B\ A B
(iii) Un calcul par blocs donne ( sl I, > ( c D > = ( C_sA D—sB )

I, 0 t tri lecti D A B
_sl, I, est une matrice symplectique. Donc ( ~ ' p

(voir 1.b)) avec D — sB inversible. D’aprés b), son déterminant vaut 1. Donc det(M) = 1.

est symplectique

1. en fait, il suffit de vérifier que le déterminant de J n’est pas nul pour répondre i cette question



3.

a) Soit A un complexe non nul.
(M = A,)J = MJ — X\J = MJ = \(!MJM) = MJ(I = X'M) = XMJ(+ - M).
En passant aux déterminant, on obtient le résultat voulu.

b) P est un polynéme & coefficients réels, donc si \g est une valeur propre de M, alors )¢ est
aussi valeur propre de M avec la méme multiplicité.
Remaquons d’abord que 0 n’est pas racine, car M st inversible.
Supposons P(X) = (X — X0)?Q(X) ot Q(Xg) # 0. Alors P(\) = (A — X0)?Q(\) et P(\) =
A2(L = 2)AQ(L) = A2m=4(1 = M) QL)
Il en résulte que si \g est une valeur propre de M de multiplicité d, alors %0 est aussi valeur
propre de M de multiplicité d’ > d. En applicant le méme raisonnement a /\%’ on obtient d > d’
et finalement d = d'.
Il en est de méme pour )\1

0

c) Si Ag est un réel différent de £1, Pensemble E(X\g) = {Ao, Ao, 3o 710} a deux éléments.
Si g est un complexe, ’ensemble E()\g) a deux ou quatre éléments selon que |[Ag| = 1 ou pas.
On note E I'ensemble de ces ensembles? et mult()\) Pordre de multiplicité de \.
* 2m = mult(+1) + mult(=1) + X 1cp_ 111y, (—133 2oner Mult(A)
Les )\ oy mult(A)pour I € E—{{+1},{—1}} sont pairs, donc la somme des ordres de multiplicité
de 1 et -1 est paire.
* det(M) = (—1)muit(=1) 4 ice—r1y.0-1y Hher At S Or pour A\ # —1, le produit des
éléments de chaque E(X\g) vaut 1. Comme det(M) = 1, il en résulte que -1 a un ordre de
multiplicité pair, et donc également 1.
d) On suppose dans cette question que m = 2.
(1) La matrice diagonale M = I, est clairement symplectique et admet une seule valeur propre.
(2) La matrice M = J, symplectique d’aprés 1.c), annule le polynome X2 + 1, qui est scindé
et a racines simples sur C. Elle est donc diagonalisable sur C avec un spectre contenu dans
{i,—i}.
Comme J est réelle alors ¢ et —i sont valeurs propres, et de méme multiplicité (ici 2) (le
polynémpe caractéristique a des coefficients réels).
(3) Si M admet une valeur propre double et deux autres simples, alors la valeur propre double
est réelle et égale & +1. Les deux autres peuvent étre deux complexes conjugués de module 1
ou deux réels.

1 0 0 0
. . 0 2 0 O . s .
La matrice diagonale M = 001 0 |’ symplectique d’aprés 2.a), est une solution.
1
00 0 3
(4) On peut chercher une matrice symplectique sous la forme M = § g avec 'AD = I.

Le calcul par blocs donne le polynome caractéristique P(X) =det(A — X 1y) det(D — X1s).
En considérant une matrice D ayant deux valeurs propres complexes conjuguées de module
# 1, on obtient une matrice M ayant quatre valeurs propres complexes différentes. Elle est
donc diagonalisable sur €.

-2 —1 : .
Avec D = ( (2) 0 ) et A = ( (l) 02 ), on obtient une matrice M ayant les valeurs
. . 2
propres 2i, —2i, 5 et —3
< 1s . I,, B . . o
e) On considére la matrice M = 0 I , ol B € M,, est une matrice symétrique.
m

La matrice M est symplectique d’aprés 2.a). Elle est triangulaire supérieure avec 1 pour unique
valeur propre.

Si M était diagonalisable sur €, elle serait semblable & I5,,, donc égale & I,,, ce qui est faux
dés qu’on choisit B # 0.

2. Attention : pas leur réunion!
3. Les deux seules solutions sont en fait I, et —1I,,



Deuxiéme Partie - Formes symplectiques et endomorphismes symplectiques.

4.a) (i) La bilinéarité de w résulte de la linéarité de 7 et de la bilinéarité du produit scalaire.
(i) w(g, 7) = (0(9)|7) = (GIn"(7)) = =(Fn(7)) = —w(Z,7).
La condition Vi € R"w(Z, ) = 0 équivaut & n(Z) = 0. Donci w est non dégénérée si et seulement
si Ker(n) = {0}, soit n bijective en dimension finie.

E — E*
P)\ T on ) =< 7.7
y) =<xz,y >
Soit w une forme symplectique sur IR".
Pour tout & € IR", l’application § — w(Z, ) est une forme linéaire sur IR". Il existe un unique
élément de R™, noté n(Z) tel que w(&, y) = n(Z)*(¥), d’ou existence d’une application n de R"™
dans R" telle que

est un isomorphisme.

vi,ge R",  w(Z, ) = n(Z)|y).
La linéarité de n résulte de la linéarité & gauche de w.
La définition de I'adjoint n* et I’antisymétrie de w donnent

w(Z,9) = (@)|g) = (Zn"(7)) et w(@,Z) = 0T = (Zn(7))-
Il en résulte que n* (%) = —n(y) pour tout ¥ € IR", donc 7 est antisymétrique.
Enfin Uinversibilité de 7 résulte de la non dégénérescense (voir 4.a)) de w.

5. det(n*) = det(n) et det(—n) = (—=1)™ det(n) avec det(n) # 0. Donc n est pair.

6.
a) Immédiat d’apreés 4.

1 sil<k<metl=k+m
b) wo(ék,e) = (J(ex)|é) =4 —1 sim+1<k<2metk=I01+4+m
0 sinon

¢) Soit ¢ un endomorphisme de IR®*™ de matrice M dans la base canonique B.
En notant X, Y les matrices colonnes dans B de x,y € TR*™, les réels wo(z,y) et wo(p(z), o(y))
g’identifient respectivement aux matrices 'Y JX et {(MY)JMX =Y MJMX.
Il en résulte que

Vo, y e R", wolp(x), o(y)) = wo(z,y) <= 'MJIM =,

ce qui équivaut & dire que M est une matrice symplectique.
Dans ce cas, on dit que ¢ est un endomorphisme symplectique.

7.
a) On suppose que le polynome caractéristique de ¢ est scindé a racines simples de module 1 dans
A 0 ... 0
C. ¢ est donc diagonalisable dans €. Il existe P € GL(n, C) et A = 0 A e ,
o 0
0o ... 0 X\,
avec |\;| = 1 pour 1 <i < n, tels que M = PAP™1L.
Y1
Pour tout Z € IR", on pose ||Z||; = >_1, |y;| ou : = P~1X. On vérifie aisément que || ||;
Yn
est une norme sur IR".
21 A1yt
On a [|p(Z)|1 = Y i, |z on =P 'MX.Or P'MX =AP71X = :
Zn AnYn
Il en résulte que [o(Z)[|y = ||Z]|1. Ainsi la suite ([|¢?(Z)[|1),c N est bornée pour tout # € IR"™.

L’équivalence des normes | [[1 et || || assure que la suite (||¢P(Z)|]),cn est également bornée.



o) ) .
QO 0 dans la base canonique ou Q € M,,.
D’aprés 2.a) et 6.c), o est symplectique si et seulement si 'QQ = I,,,, c’est-a-dire {2 matrice
orthogonale.

_ _ t
Un calcul par blocs donne t( 8 OQ ) ( 8 OQ ) = ( %Q tggQ ) = I5,. Donc ¢ est

b) Soit ¢ un endomorphisme de R™ de matrice ( 0

orthogonal donc stable.

¢) Soit ¢ un endomorphisme symplectique de IR?™ possédant une valeur propre de module # 1.
D’aprés 3.b), il admet une valeur propre \g telle que | Ag [> 1.
* Si Mg € IR, alors il existe 2o € TR*™\{0} tel que (z¢) = Aozo. Dot || (20)|| = |Ao|?||z0], ot
la suite (|| (20)l]),en n'est pas bornée.
* Si Ao ¢ IR, alors il existe zg = zg + iy € C?™\{0} tel que p(29) = Aozo-
Comme la matrice de ¢ est réelle, le vecteur xg — iyp est un vecteur propre pour la valeur propre
Xo- Ao et Ao étant différentes, les vecteurs propres z + iyo et xo — iy sont donc indépendants,
ce qui implique g, yo € R*™\{0}.
En distinguant les composantes réelles et imaginaires dans ¢(xg +iyo) et @(zo —iyo), on obtient
p(zo) = azo — Byo N _ .
{ (o) = ayo + Bzo ol A\g = a + if5.

Les calculs donnent [i(zo) |2 + (o) I2 = [o[? (1ol + lyoll?).
Choisissons un réel k tel que 1 < k < |Xo|. Alors 'une des inégalités ||p(zo)|| > k|xol| et
o(yo)ll = kllyol| est vérifice.

Ainsi 'une des deux suites (|[¢”(20)l]),en 0 (/|7 (y0)[l),en n'est pas bornée. ¢ n’est donc pas
stable.

8. On note z,...,xs, les coodonnées de x € R?>™ dans la base canonique. Pour R > 0, on
considére les ensembles Cr = {z € R*" /2% + 23 < R*} et T = {x € R*" /2] + 22, ,, < R?*}.
On note B la boule fermée unité.

a) On suppose m > 2.

Si R > 1, endomorphisme symplectique ¢ étudié¢ en 7.b) vérifie ||¢(z)| = ||z|| pour tout
x € R?™. 1l en résulte que p(B) C Cg (et aussi ¢(B) C T ).

0 bIm

el 0 ) dans la base

Si R < 1, on considére I’endomorphisme ¢ de R™ de matrice (

canonique, avec b, c € R.
D’aprés 2.a) et 6.c), ¢ est symplectique si et seulement si —bc 1,1, = I, c’est-a-dire bc = —1.
Pour = = (21, ...,T2,) € R?*™, le calcul donne p(x) = (bZymi1, - -, bTom, CT1, .. ., CTyy,).-
11 suffit alors de choisir 0 < b < R (et ¢ tel que ¢cb = —1) pour obtenir ¢(B) C Ckg.
b) Soit ¢ un endomorphisme symplectique de R"™ de matrice M dans la base canonique.
La relation matricielle ‘M JM = J se traduit par la relation p* o Jop = J.
Comme ¢ est bijective, il existe z,y € R", uniques, tels que p(z) = e; et p(y) = em1-
En utilisant J(e1) = emt1 et J(emy1) = —eq, on obtient p*(en41) = J(x) et ¢*(e1) = J(—y).
Notons z = J(z). L’endomorphisme J étant orthogonal (car *.JJ = I5,,), on en déduit les égalités

o™ (em+1)ll = 2] et [lp™(en)l| = llyll-

Par ailleurs, en utilsant 6.b) et la définition de wy, on obtient

(2ly) = wo(z,y) = wolp(x), p(y)) = wo(er, emy1) = 1.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz garantit alors qu’on ne peut pas avoir simultanément ||¢*(e1)|| < 1
et [|e*(emy1)ll <1.

Supposons que l'on ait ||¢*(e1)| > 1.

La définition de 'adjoint donne (¢*(e1)|z) = (e1]e(x)) = (erler) = 1. Alors linégalité de
Cauchy-Schwarz garantit que ||z|| < 1.

Le vecteur normalisé ' = ﬁ appartient a la boule unité B. Mais ¢(a’) = mel n’appartient
pasalgsi R< 1.

On aboutit & la méme conclusion lorsque ||¢*(€m,+1)]| > 1 en calculant (p*(em+1)]y).
Finalement, si R < 1, il n’existe aucun endomorphisme symplectique de R" tel que ¢(B) C T'g.



