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1. Lois à densité 

 

1.1. Variable aléatoire continue 

En classe de première, la variable aléatoire, étant discrète, prend uniquement des valeurs isolées (souvent entières).  

Mais dans d’autres modèles, la variable aléatoire X peut prendre toute valeur de IR ou d’un intervalle de IR. On dit 
alors que X est une v.a. continue. 

 

Exemple : On dispose d’une population de 50 000 tailles (en cm) d’hommes adultes dont voici un résumé 
statistique et un histogramme des fréquences : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X  est la v.a qui à tout individu pris au hasard dans la population associe sa taille. 
X prend ses valeurs dans l’intervalle [α ; β] qu’on partage en classes.  

L’ensemble des valeurs prises par X est l’intervalle  [α ; β]. X est une v.a. continue. 

 
On construit l’histogramme des fréquences avec un pas de plus en plus petit.  

Dans le cas limite, on obtient la courbe d’une fonction continue positive f qu’on appelle densité de probabilité. 

 

La probabilité « totale » est alors étalée sur une infinité de valeurs possibles : P (α ≤ X ≤ β)  = 1, mais chaque valeur 
de X a une probabilité nulle de se produire : 

pour tout xi  [α ; β],  P (X = xi) = 0 

 
Quelle est la probabilité qu’un individu pris au hasard ait une taille comprise entre x1 et x2 ?  

Dans un histogramme, les fréquences sont proportionnelles aux aires; par analogie : P (x1 ≤ X ≤ x2) = aire du domaine 

compris entre la courbe, l’axe des abscisses et les droites d’équations x = x1  et  x = x2 : 

P (x1 ≤ X ≤ x2) =



 f (t) dt
x1

 x2


 

 
 

effectif 50 000 

minimum  145,1 

maximum β 208,5 

moyenne 175,0 

écart-type 8,0 

médiane 175,0 
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1.2. Définition 

Une v.a. continue X est définie par sa densité de probabilité : fonction f positive et définie sur un intervalle I de IR. 

 

 

 

 

La loi de probabilité de X vérifie : 

P ( X  I ) = 1 
P ( X  J ) = aire du domaine {M (x,y) ; x  J et  0 ≤  y ≤  f (x) },  

si J désigne un intervalle inclus dans I. 

 
 

 Remarques : 

 

 pour tout réel x de I, P(X = x) = 0, donc dans les inégalités, on peut employer indifféremment  ≤ et < (ou  ≥ et >)  

 pour une v.a. continue, la densité f ne représente pas la probabilité de l’évènement  (X = x) car celle-ci est nulle.  

     Il faut plutôt garder à l’esprit que : 



P(x  X  xdx)  f (x)dx . 

 

 
Variable discrète Variable continue 

Espérance mathématique de X E(X) = i ix p  E(X) = 



 t f (t) dt
I
  

Variance et écart-type de X 
V(X) = 



E X E(X) 
2 

 
(X) = 



V(X) . 

V(X) = 



E X E(X) 
2  

(X) =



V(X) . 

 

Espérance mathématique et variance d’une v.a. continue vérifient les mêmes propriétés que celles énoncées en 
première pour une v.a. discrète. 

 

 
1.3. Exemples  

 

 Olivier vient tous les matins entre 7h et 7h 45 chez Karine prendre un café. 

a. Sachant qu’Olivier ne vient jamais en dehors de la plage horaire indiquée et qu’il peut arriver à tout instant avec 

les mêmes chances, quelle densité peut-on attribuer à la variable aléatoire « heure d’arrivée d’Olivier » ? 

b. Calculer la probabilité qu’Olivier sonne chez Karine après 7h 30 ? Entre 7h 20 et 7h 22 ? A 7h 30 très 

exactement ? 
 

 Le temps d’accomplissement (en secondes) d’une certaine action mécanique est un phénomène aléatoire. 

Soit T la variable aléatoire qui à chaque action mécanique, associe son temps d’accomplissement. 

La loi physique suivie par celle-ci suggère que la fonction de densité de T est définie par : 

  

 0               0

( ) cos      0 2
4 4

 0               2

si t

f t t si t

si t

 



  

    
 

   
 

a. Donner une allure de la courbe représentative de g. 

b. Vérifier que f est une densité de probabilité. 

c. Quelle est la probabilité que le temps d’accomplissement 

dépasse 1,6 s ? 
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 Evolution du taux de défaillance dans le temps  

Pour la plupart des matériels, la courbe représentative du  

taux d’avarie instantané a l’allure d’une « courbe en baignoire ». 

 

Lorsque le taux d’avarie est constant, le matériel est en 

période de vie utile : les défaillances sont aléatoires (mort 
sans vieillissement).  

La variable aléatoire T, mesurant la durée de vie du matériel 

avant une panne, suit la loi exponentielle de paramètre  positif. 
Ce type de loi modélise les phénomènes « sans mémoire » comme les pannes de matériels électroniques, les 

tremblements de terre, les crues… On démontre que 



PTt (T  th)  P(T  h). 

 
 Soit la v.a. T mesurant la durée de bon fonctionnement (en jours) d’un équipement électronique  fabriqué en 

grande série. T est une variable continue de densité de probabilité f définie sur]0 ; + ∞[ par : 



f (t) 0,002e0,002t  

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

a. Vérifier que f est une densité de probabilité. 
b. Quelle est la probabilité que la durée de bon fonctionnement d’un équipement soit inférieure à 1000 jours ? 

c. Quelle est la probabilité que la durée de bon fonctionnement d’un équipement soit supérieure à 400 jours ? 

 

 Soit X la v.a. qui, à une année prise au hasard, fait correspondre la hauteur maximale annuelle de l’Oise au pont 

d’Auvers (en mètres). X suit une loi de Rayleigh, de densité f définie sur ]0 ; + ∞[ par : 



f (t) 0,44 t e
0,22t 2

 

 

 

 

a. Vérifier que f est une densité de probabilité. 
b. Quelle est la probabilité que la hauteur de cette rivière 

dépasse 3,80 m (ce qui correspond à une crue 

exceptionnelle) ? 
      

 

 
 

 

1.4. En guise de conclusion 
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2. Variable centrée réduite 
 

2.1  Définition 

Une v.a. est dite centrée et réduite si son espérance est nulle et si son écart type est égal à 1. 

Soit X une v.a. discrète d’espérance E(X) = m, de variance V(X) et d’écart type 



  V( X)  (non nul). 

On pose Z = 



X m


. Alors on montre que Z est une v.a. centrée réduite. Ses paramètres (espérance et variance) 

étant égaux à 0 et à 1, ils ne dépendent plus de ceux de X. 
 

Pour la démonstration, on rappelle que si X est une v.a., alors pour tous réels a et b : E(aX + b) = a E(X) + b 
                   V(aX + b) = a

2
 V(X) 

                   (aX + b) = a(X) 
 

2.2 Application à la loi binomiale 

On considère Xn une v.a. qui suit la loi binomiale B (n ; p) de paramètres n et p.  

Alors :  E(Xn) = np ;  V(Xn) = np(1 – p) = npq ;  (Xn) = 



npq . 

 La v.a. Fn = 



Xn

n
 correspond à la proportion de succès.  

E(Fn) = p ; elle ne dépend pas de n (mais dépend toujours de p). 

V(Fn) = 



p(1 p)

n
 ; elle diminue si n augmente (autrement dit plus n augmente et plus les valeurs de 

Fn se resserrent autour de p comme l’illustrent les schémas ci-dessous).  
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 Pour centrer et réduire Xn, on pose Zn = 



Xn  np

np(1 p)
. Ses paramètres ne dépendent plus de n et de p. 

Xn prend ses valeurs entre 0 et n, Zn les prend entre –



m


 et 



n m


 avec les mêmes probabilités (mais avec 

une concentration plus grande si  > 1) 
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2.3   Théorème de Moivre-Laplace 

On considère Xn une v.a. suivant la loi binomiale B (n ; p) et Zn = 



Xn  np

np(1 p)
 = 



Xn m


, la v.a. centrée réduite 

associée.  
 

On représente Zn non plus par un diagramme en bâtons mais par un histogramme : à chaque valeur k prise par Xn on 

fait correspondre un rectangle dont l’aire est égale à P(Xn = k) et dont la base est de longueur 



1


 (qui est l’écart 

entre deux valeurs prises par Zn) et la hauteur :   P(Xn = k). 
 

On va s’intéresser par exemple à P(–1 ≤ Zn ≤ 2). Cette probabilité est donc représentée par la réunion de tous les 

rectangles dont la base est le segment 
1 1

1  ;  2
2 2 

 
   
 

. 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
Il apparaît alors une courbe régulière et symétrique délimitant une aire qui est voisine de celle de la réunion des 

rectangles. 

Abraham de Moivre a découvert que cette courbe est la courbe représentative de la fonction x 



1

2
e


x 2

2 . 

On obtient alors : P(–1 ≤ Zn ≤ 2)  ≈ 



 
1

2
e


x 2

2  dx
1

2

 . 

 

A p fixé, l’approximation sera meilleure si n est grand (car la largeur des rectangles diminue). 
 

Théorème de Moivre-Laplace :  

Soit Xn une v.a. suivant la loi binomiale B (n ; p) et Zn = 



Xn  np

np(1 p)
, la v.a. centrée réduite associée.  

Alors pour tous réels a et b tels que a < b, on a :  



lim
n

P(a  Zn  b)   
1

2
e


x 2

2  dx
a

b
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3. Loi normale ou loi de Laplace - Gauss 

 

3.1. Historique 

Cette loi est un modèle essentiel dans l’étude de la variabilité et a un usage très important en statistique.  
Elle est apparue au début du XIX

ème
 et s’est introduite par deux voies : 

 

  
   

 

 

 
3.2. Loi normale centrée réduite 

Une variable aléatoire X suit la loi normale N (0 ; 1) de paramètres 0 et 1 lorsque sa densité de probabilité est 

définie sur IR par : 



f (x) 
1

2
e


x 2

2  

 

           



f (x) 
x

2
e


x 2

2   est du signe de (–x), 

 d’où le tableau de variation ci-contre et la courbe « en cloche » 
ci-dessous : 

 

Propriétés de cette courbe : 

 elle est symétrique par rapport à la droite 

     d’équation  x = 0.  

 ses points d’inflexion ont pour abscisses ± 1. 

 l’aire totale du domaine compris entre la courbe  

     et l’axe des abscisses est égale à 1. 

 

Espérance mathématique :                   

                    E(X) =



lim
x

 t f (t)dt
x

0

   lim
y

 t f (t)dt
0

y

  = 0 

 Variance :    V(X) =



E X E(X) 
2  = 1 

 Ecart type :   (X) =  
 

 
Propriété (démontrée en S) :  

 

Pour  dans] 0 ; 1[, il existe un unique réel positif 



u  tel que 



P(u  X  u) 1  si X suit la loi N (0 ; 1) 

 

Par exemple, on obtient 



u0,05 ≈ 1,96 et 



u0,01 ≈ 2,58 , 

 ce qui peut s’illustrer par le graphique ci-contre : 

 

 
 

 

 

 

  

 

x 
 

– ∞ 
 

   0 
 

+ ∞ 
 

f '(x) 

             

            + 

   

   0            – 
 

 

f (x) 
 

 
 

0 



1

2
 

 

 
 

 0 

Théorèmes limites avec Bernoulli puis 

Laplace ; 
Approximation d’une binomiale par une 

normale avec Moivre puis Laplace. 

 

      Loi des erreurs 

(moindres carrés) en                    
astronomie et géodésie avec 

Legendre puis Gauss. 
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3.3. Loi normale N ( ; ²) 

Une variable aléatoire X suit la loi normale N ( ; ²) lorsque sa densité de probabilité est définie sur IR par :  

                  



f (x) 
1

 2
e


1

2

xm













2

 

 
 

 

On obtient des courbes « en cloche » dont 

la forme dépend des paramètres  et  . 

 
 

 

 
 

 

 

 
Propriété :  

si X suit la loi normale N ( ; ²), alors la variable aléatoire Z définie par Z = 



X 


 suit la loi normale centrée 

réduite N (0 ; 1). 

 

P ( –  ≤ X ≤  + ) = P ( –1 ≤ Z ≤ 1 ) ≈ 0,68 

P ( – 2 ≤ X ≤  + 2) = P ( –2 ≤ Z ≤ 2 ) ≈ 0,95 

P ( – 3 ≤ X ≤  + 3) = P ( –3 ≤ Z ≤ 3 ) ≈ 0,997. 
 

On peut justifier que : 

E(X) =  et  V(X) = ² 
 

 

 
 

3.4. Approximation d’une loi binomiale par une loi normale 

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B (n ; p). 

D’après une conséquence du théorème de Moivre-Laplace,  si n est assez grand (en général, lorsque n ≥ 30, np ≥ 5 

et n (1-p) ≥ 5),  

alors X suit approximativement la loi normale N ( ; ²) avec  = np et  = (1 )np p : l'espérance et l'écart type 

sont conservés. 
 

 

 
La planche de Galton est une 

illustration classique de cette 

approximation. 

 
Francis Galton éprouva le 

besoin d’expérimenter pour 

comprendre les propriétés de 
la loi normale. 
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4. Intervalle de fluctuation 

 

4.1  Intervalle de fluctuation asymptotique 

Soit Xn une v.a. suivant la loi binomiale B (n ; p) et  un réel dans ]0 ; 1[. 

Un intervalle de fluctuation de Xn au seuil 1 –  est un intervalle [a ; b] tel que P(Xn  [a ; b]) ≥ 1 – . 

 

 Dans le programme de seconde, on a défini un intervalle de fluctuation approché au seuil 0,95, de la 

variable fréquence Fn = 



Xn

n
, par 



p
1

n
 ;  p

1

n









, valable sous certaines conditions de n et de p. 

 En première, on a déterminé l’intervalle de fluctuation 



a

n
;
b

n









, calculé à partir de la loi binomiale, a étant le 

plus petit entier tel que P(Xn ≥ a) > 0,025 et b le plus petit entier tel que P(Xn ≤ b) ≥ 0,975.  
 

Cet intervalle convient pour toutes les valeurs de n et de p. 

 

 En terminale, le théorème de Moivre-Laplace va permettre de donner un intervalle de fluctuation plus 

facilement calculable qu’en première, sous réserve que n soit assez grand (mais valable pour toute valeur 

de p). Comme il est obtenu grâce à une convergence, on le qualifie d’intervalle de fluctuation 

asymptotique. 

Notons Z une v.a. suivant la loi normale N (0 ; 1). Il existe un unique réel



u  tel que 



P(u  Z  u )  = 1 – . 

En posant Zn = 



Xn  np

np(1 p)
, d’après le théorème de Moivre-Laplace on a :



lim
n

P(u  Zn  u )   P(u  Z  u )  

 

           Or 



P(u  Zn  u )   = 



P npu np(1 p)  Xn  npu np(1 p)  

= 



P p u
p(1 p)

n


Xn

n
 p u

p(1 p)

n









 

       donc :  



lim
n+

P p u
p(1 p)

n


Xn

n
 p u

p(1 p)

n









 = 1 – . 

 

       Théorème :         si Xn suit la loi binomiale B (n ; p), alors pour tout  dans ]0 ; 1[, on a : 



lim
n

P
Xn

n
 In









 = 1 –  avec In = 



p u
p(1 p)

n
 ;  p u

p(1 p)

n












. 

 



p u
p(1 p)

n
 ;  p u

p(1 p)

n












 est appelé intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1 – . 

Cet intervalle contient Fn = 



Xn

n
 avec une probabilité d’autant plus proche de 1 –  que n est grand. 

 

On convient d’utiliser cette approximation si n ≥ 30,  np ≥ 5,  n(1 – p) ≥ 5. 

 
 

4.2  Cas particulier  

Si  = 5%, on a 



u = 1,96.  

L’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% est donc : 



p1,96
p(1 p)

n
 ; p1,96

p(1 p)

n
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Considérons la représentation graphique de la fonction f définie par f(x) =  

 

 

 

 

 

 

 

Pour tout x de [0 ; 1],  ≤ 0,5  et 



u = 1,96 ≤ 2  

On a alors : 



u ≤ 1, et l’on obtient l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % : 



p
1

n
 ;  p

1

n









. 

On retrouve l’intervalle de fluctuation vu en seconde. Cette majoration est valable, d’un point de vue statistique, 

pour 0,2 ≤ p ≤ 0,8 sinon on augmenterait trop l’amplitude de l’intervalle de fluctuation. 

 
 

4.3   Exemple de prise de décision : la parité, c’est quoi ? 
 
Deux entreprises A et B recrutent dans un bassin d’emploi où il y a autant de femmes que d’hommes, avec la 

contrainte du respect de la parité. Dans l’entreprise A, il y a 100 employés dont 43 femmes; dans l’entreprise B, il y 

a 2500 employés dont 1150 femmes (soit 46%).  
Ces entreprises respectent-elles la parité ?  

 

La parité signifie que l’identité sexuelle n’intervient pas au niveau du recrutement, c’est-à-dire qu’au niveau du 
caractère homme ou femme, les résultats observés pourraient être obtenus par choix au hasard des individus dans la 

population.  

Les entreprises peuvent donc être assimilées à des échantillons de taille n prélevés dans une population où la 

fréquence étudiée p est égale à 0,5.  
Les intervalles de fluctuation au niveau 0,95 sont : 



p1,96
p(1 p)

n
 ; p1,96

p(1 p)

n












 , soit  



0,5
0,98

n
 ; 0,5

0,98

n









 

L’entreprise A est un échantillon de taille 100 dont l’intervalle de fluctuation est [0,402 ; 0,598]. 
L’entreprise B est un échantillon de taille 2500 dont l’intervalle de fluctuation est [0,48 ; 0,52]. 
 

Conclusion : la valeur 43% est dans l’intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 100 alors que 

46% n’est pas dans l’intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 2500 ! 

 

Autrement dit : pour l’entreprise B, la proportion de 46% s’observe dans moins de 5% des échantillons de taille 

2500 prélevés au hasard dans une population où il y a autant d’hommes que de femmes. On peut alors rejeter 

l’hypothèse que cette entreprise respecte la parité. Mais en prenant cette décision, on prend le risque de se tromper, 

ce risque étant égal à 5%. 

 
Pour l’entreprise A, on considère que le résultat observé est compatible avec le modèle (l’écart entre f et p est 

probable, au sens où il est contenu dans la fourchette que le hasard produirait avec 95% des échantillons 

envisageables). De ce fait, on peut accepter l’hypothèse que cette entreprise respecte la parité. Mais là aussi en 

prenant cette décision, on a un risque de se tromper, risque inconnu dans ce cas. 
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         Population  
 

  On connait par exemple 

la proportion p de femmes 
 

  On ne connait pas la 

proportion pM de personnes 

ayant la maladie M 

 

 

 

 

E             Echantillon 
On   On calcule la fréquence 

 F     f de femmes pour décider si 

l’échantillon est représentatif 

 

  On calcule la fréquence 

    fM de personnes ayant la 

            maladie M 

 

Es ESTIMATION : à partir des données de l’échantillon, on estime les 
paramètres inconnus de la population. 

 

                               INTERVALLE  DE  CONFIANCE 

Es ECHANTILLONNAGE : à partir des informations connues dans la 
population, on détermine si l’échantillon prélevé est représentatif ou non.  

 

I               INTERVALLE  DE  FLUCTUATION 

 

 

i 

5. Intervalle de confiance  

 

5.1  Introduction 

Il est souvent difficile de pouvoir recueillir des données sur la population toute entière. Le plus souvent, on travaille 
à partir d’un échantillon prélevé de manière aléatoire pour estimer le paramètre inconnu de la population (par 

exemple une proportion p). Or cette estimation va varier d’un échantillon à l’autre du fait de la fluctuation 

d’échantillonnage. Il est donc nécessaire d’apprécier l’incertitude en fournissant une estimation par intervalle, 
appelé intervalle de confiance de p au niveau qu’on s’est fixé. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

5.2    Intervalle de confiance 

Lorsque n ≥ 30,  np ≥ 5,  n(1 – p) ≥ 5, on a déterminé l’intervalle de fluctuation de Fn = 



Xn

n
 au niveau 0,95 par la 

formule



p
1

n
 ;  p

1

n









.  

Si p est inconnu, on peut approximer p par la fréquence f obtenue avec l’échantillon mais cette estimation 

ponctuelle n’est pas satisfaisante car elle ne tient pas compte de n. Or l’estimation est forcément meilleure sur un 

échantillon de grande taille. 

On sait que pour n suffisamment grand on a : 



P p
1

n


Xn

n
 p

1

n



















 0,95 

Comme 



p
1

n
 Fn  p

1

n
   Fn 

1

n
 p Fn 

1

n
,  alors :   



P Fn 
1

n
 p  Fn 

1

n



















 0,95 

L’intervalle aléatoire 



Fn 
1

n
 ; Fn 

1

n









 a donc une probabilité au moins égale à 0,95 de contenir p. Il est appelé 

intervalle de confiance (théorique) de p au niveau 95%.  

Pour une observation donnée d’un échantillon, on obtient une réalisation de cet intervalle avec la fourchette 



f 
1

n
 ;  f 

1

n









 qui représente un intervalle de confiance de p au niveau 95% d’après l’échantillon observé. 

On a 5% de risque que cette construction aboutisse à un intervalle ne contenant pas p. Autrement dit, si l’on prélève 
un très grand nombre d’échantillons, environ 95% des intervalles de confiance obtenus contiennent p. 
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5.3    Remarque 

Si on part de l’intervalle de fluctuation au seuil de 5% vu en terminale, pour n suffisamment grand on a : 

   



P p1,96
p(1 p)

n
 Fn  p1,96

p(1 p)

n


























 0,95,  

ce qui est équivalent à : 



P Fn 1,96
p(1 p)

n
 p  Fn 1,96

p(1 p)

n


























 0,95 

On obtient l’intervalle aléatoire 



Fn 1,96
p(1 p)

n
 ;  Fn 1,96

p(1 p)

n












 qui dépend du paramètre p inconnu.  

On remplace p par son estimation ponctuelle f (car on peut démontrer que dans l’écart type, f est un bon 

estimateur de p) et on obtient alors l'intervalle de confiance de p au niveau 0,95 d'après l'échantillon 

observé : 
(1 ) (1 )

1,96  ;  1,96
f f f f

f f
n n

  
  

  

  

 
5.4    Simulation Sur tableur, pour une proportion qu’on se fixe, on peut simuler un grand nombre 

d’intervalles de confiance au niveau 0,95 et observer que tous ne contiennent pas 

nécessairement p. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

5.5    Exemple : marge d’erreur de 3% du sondage par quotas  

La plupart des sondages en France sont effectués auprès de 1000 personnes. On obtient alors l'intervalle de 

confiance : [f – 0,03 ; f + 0,03]. 
 

Le tableau ci-dessous présente les résultats du dernier sondage effectué les 17/18 Avril 2002 et les résultats du 

premier tour de l’élection présidentielle du 21 Avril 2002 : 
 

 Sondage Election 

Chirac 19,5 % 19,7 % 

Jospin 18,0 % 16,1 % 

Le Pen 14,0 % 16,9 % 
 

Si les résultats du dernier sondage avaient été annoncés avec une marge 

d’erreur de 3%, voici le graphique qui aurait été donné :  
Il apparaît que toutes les configurations de l’ordre des trois premiers 

candidats étaient possibles.  

On peut se demander si les sondeurs et les journalistes annonçaient que 

leur marge d’erreur est de 3%, est-ce que nous serions inondés de 
sondages comme c’est le cas aujourd’hui ? 
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  Annexe : 


